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Skalarmennyiségek, vektormennyiségek. Vektormiiveletek

Az olyan mennyiséget, amelyet egyetlen szamérték és a mértékegység egyértelmiien
meghatdroz, skaldirmennyiségnek nevezziik. Skalarmennyiség példaul a tomeg, a térfogat,

a sliriség, a hémérséklet, az elektromos ellenallas.

Vannak azonban olyan mennyiségek is, amelyeket nem lehet egyértelm{ien megadni a
nagysaguk segitségével. Ha példaul a Békés InterCity sebessége 120 km/h, akkor még
nem tudjuk, hogy merre (Budapest vagy Békéscsaba felé) halad. Ha a labdartugépalyan
kozépkezdésnél a jatékos a labdat 5 méterrel arrébb ragja, még nem tudjuk
megmondani, hogy hova keriilt, mert ahhoz az elmozdulas iranyat is ismerni kellene. Az
olyan mennyiséget, amelynél a nagysdg mellett az irdnynak is szerepe van,

vektormennyiségnek nevezziik. Vektormennyiség példaul a sebesség és az erd.

A fizikdban gyakran van sziikség a vektorokra, ezért ebben a fejezetben roviden,

bizonyitasok nélkil 6sszefoglaljuk a rajuk vonatkozoé leglényegesebb ismereteket.

Az irdnyitott egyenes szakaszt vektornak nevezziik. A
vektort grafikusan nyillal abrazoljuk, a nyil iranya B
jelzi a vektor iranyat. A vektorokat a tovabbiakban
vastagon szedett kisbetlikkel jel6ljik: a, b, ¢ sth. A
vastagbetlis irasmdd helyett szokasos jelolés lehet az

is, hogy az adott betlit alahuzzuk, vagy egy nyilat b

A

rajzolunk foléje. Az a jelolés helyett példaul (féleg

kézirasban) hasznalhatjuk az a és az d jeloléseket is. Jelolhetjiik tigy is a vektorokat,
hogy a kezd6- és végpontjukat jelols, egymas mellé irt két nagybetii f61é egy olyan nyilat

rajzolunk, amely a végpontot jel616 bet( felé mutat: AB.

A vektor nagysdgadt a vektor abszolutértékének nevezziik. Az a vektor abszolutértékét

|al-val jeloljik, de hasznaljak még az q, |a|, |d|és |E| jeloléseket is.
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Az olyan vektort, amelynek abszolutértéke (nagysdga) nulla, nullvektornak nevezziik. A
nullvektor jele 0. A nullvektor kezd6- és végpontja egybeesik. (A nullvektor iranya ezért

nem meghatarozott.)

Két vektort akkor tekintiink azonosnak, ha nagysdguk
és irdnyuk is megegyezik. Ha a két vektornak csak a
nagysaga egyenld, de iranyuk eltérd, akkor a két

vektor kiillonbo6z6.

Az a vektor ellentettjének nevezziik azt a vektort,

amely a-val azonos nagysdgu, de irdnya ellentétes

vele. Az a vektor ellentettjének jele -a.

Ha az a, b ésc vektorok nem egy sikban vannak,
akkor az Altaluk alkotott vektorrendszert

jobbsodrdstinak nevezzilkk, ha a jobb keziink

beallithaté ugy, hogy a hiivelykujjunk a-val, a
mutatéujjunk b-vel, kozéps6é ujjunk pedig c-vel

megegyez0 irdnyba mutat. (Ha ugyanez csak bal

keziinkkel valésithat6 meg, akkor a vektorrendszer

balsodrasu.)

A vektorok kozott killonféle miiveletek értelmezheték: vektorok 6sszeadasa és kivonasa,
vektor skalarral (szammal) torténd szorzasa és osztasa, valamint két vektor skalaris és

vektorialis szorzata. Ezeket a vektormiiveleteket az alabbiak szerint értelmezziik:

Vektorok osszeadasa

Az a és b vektorok dsszeaddsdt a + b-vel jeloljuk. A
miivelet eredménye egy vektor lesz, amely

szerkesztéssel, illetve szamitassal is meghatarozhaté.

A Lkét vektor oOsszeadadsdhoz az els6 vektor

végpontjabdl kiindulva felrajzoljuk a masodik

vektort. Az  Osszegvektor az els6 vektor

kezd6pontjabol a masodik vektor végpontjaba

mutatd vektor. Ezt az eljarast hdromszégmadszernek nevezziik.
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Ha a két vektor nem parhuzamos és nem esnek egy
egyenesbe se, akkor Osszeadasukat ugy is
elvégezhetjik, hogy kozos kezdépontbol kiindulva
rajzoljuk fel 6ket, majd mindkét vektor végpontjan at
egy-egy parhuzamost rajzolunk a masik vektorral.

Ezek az egyenesek metszik egymast. Az 6sszegvektor

a kozos kezddpontbdl ebbe a metszéspontba mutato

vektor lesz. Ez az eljaras a paralelogramma-mdadszer.

Igazolhat6, hogy a paralelogramma-moédszer
ugyanazt az 0Osszegvektort eredményezi, mint a
haromszogmédszer. A hdromszogmddszer azonban
parhuzamos, illetve kozds  egyenesbe  esé

vektorokndl is hasznalhatd, tovabba altalanosithato

tobb vektorra is. A rajz alapjan konny( belatni, hogy

atbt+te+d

tobb vektort gy adhatunk 6ssze, hogy az elsé vektor
végpontjabdl kiindulva felrajzoljuk a masodik vektort, annak végpontjabdl kiindulva a
harmadikat stb. Az 0Osszegvektor az els6 vektor kezd6pontjabdél az utolsé vektor

végpontjaba mutaté vektor lesz. Ezt az eljarast sokszégmddszernek nevezziik.

A vektorok Osszegét szamitdssal a haromszogmddszerbdl kiindulva, geometriai
megfontolasok alapjan hatarozhatjuk meg. Ez azonban altalanos esetben bonyolult lehet,

ezért csak néhany specidlis esettel foglalkozunk:

Ha az 6sszeadandd vektorok azonos irdnytak, akkor

Yy

az 0sszegvektor nagysaga megegyezik a két vektor

nagysaganak 0Osszegével, irdnya pedig ugyanolyan,

mint az 0sszeadandd vektoroké. Ha az dsszeadando

 J

vektorok azonos nagysdguak és ellentétes irdnyuak,

akkor az 6sszegvektor nullvektor. Ha az 6sszeadandé

vektorok kiilbnbozé6 nagysdguak és ellentétes a

Y

irdnytak, akkor az Osszegvektor nagysaga akkora,

mint a két vektor nagysaganak kiilonbsége, iranya pedig megegyezik a nagyobb vektor

iranyaval.
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Ha az 6sszeadando a és b vektorok merdlegesek, akkor a rajz alapjan, a Pitagorasz-tételt
is felhasznalva belathatdé, hogy az 6sszegvektor nagysaga:
la + b| = Va? + b?

Az 0Osszegvektor iranyat ilyenkor szerkesztéssel,

vagy szamitdssal hatarozhatjuk meg. Példaul a rajzon

p-val jelolt szoget a

b
tgﬁ=a

képlet alapjan szamithatjuk ki.

Igazolhato, hogy a vektorok dsszeaddsa kommutativ és asszociativ miivelet, azaz
at+tb=b+a

illetve
(@+b)+c=a+(b+c)

Emiatt a vektorok 6sszeadasat tetsz6leges sorrendben végezhetjiik el.

Vektorok kivonasa

A vektorok kivonasat az 6sszeadas inverz (forditott)
miveleteként értelmezziik. A rajz szerint a=b +c, b
ezért mindkét oldalbél b vektort kivonva a-b=c.

Ezek alapjan az a-b kiilonbségvektor ugy

a

szerkeszthetd meg, hogy ko6zos kezddépontbol

kiindulva felrajzoljuk az a és b vektort. Az a-b l;_ b+c
a—pD=¢C

kilonbségvektor a b végpontjabdl az a végpontjaba

mutato vektor lesz.
A definicio alapjan egyszerlien belathatd, hogy a kivonas nem kommutativ:
b—-a+a—-b

Ha ugyanis a két vektort felcseréljiik, akkor a kiilonbségiik az eredeti kiilonbségvektor

ellentettje lesz:

b—a=-(a—b)
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Vektorok szorzasa és osztasa valos szammal

Az a vektor és egy A valds szam szorzatdn egy olyan

vektort értiink, amelynek nagysaga az a vektor —2 0.5
nagysaganak |A|-szorosa, iranya pedig megegyezik az 2-a -

a vektor iranyaval, ha A pozitiv, illetve ellentétes az a l

vektor iranyaval, ha A negativ. (Ha A=0, akkor a 38 >
szorzat nullvektor, igy irdanya nem meghatarozott.) —3a

A

A definicié alapjan konnyen belathat6, hogy egy
vektort 1-gyel megszorozva az eredeti vektort kapjuk, -1-gyel szorozva pedig az eredeti
vektor ellentettje lesz az eredmény. Ez utébbi miatt a vektor ellentettjét a vektor minusz

egyszeresének is nevezik.

Az a vektor és egy A valds szdm hdnyadosdn egy
a -
olyan vektort értiink, amelynek nagysaga az a vektor o
a a
nagysaganak i-szorosa iranya pedig megegyezik 2 —2
e — -
2 A
az a vektor irdnyaval, ha A pozitiv, illetve ellentétes 3 -3
D — - —
az a vektor iranyaval, ha A negativ. (Ha A = 0, akkor a 0;25
hanyadost nem értelmezziik.) >

Vektorok skalaris szorzata

Két vektor skaldris szorzatdn a vektorok abszolutértékének és a koztik 1évé szog
koszinuszanak a szorzatat értjik. A skalaris szorzatot a két vektor kozé irt
szorzoponttal jeldljiik. Ha az a és b vektorok kozti szoget ¢-vel jeloljiik, akkor a két

vektor skalaris szorzata:
arb=a-b-cosgp
A definicio alapjan belathatd, hogy a skalaris szorzat kommutativ miivelet, azaz

a‘b=b-a
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Vektorok vektorialis szorzata

Az a és b vektorok vektoridlis szorzatdn egy vektort értlink, a vektorialis szorzat jel6lése:

a X b (széban: a kereszt b). Az a X b szorzatvektor

axb

e nagysaga megegyezik a  két  vektor
abszolutértékének és a koztik lévé szog
szinuszanak a szorzataval,

o merdleges mindkét vektorra,

e tovabba olyan iranyu, hogy az a, b és axb

jobbsodrasu rendszert alkot.

Ha az a és b vektorok kozti szoget ¢-vel jeldljiik, akkor a két vektor vektoridlis
szorzatanak nagysaga (abszolutértéke) |axb|=a-b-cos¢. (Ez éppen az a és b

vektorok altal meghatarozott paralelogramma tertiletének felel meg.)
A vektoridlis szorzat nem kommutativ:
axb+#bxa

Ha ugyanis a két vektort felcseréljiik, akkor a vektoridlis szorzatuk az eredeti

szorzatvektor ellentettje lesz:

axb=—-(bxa)
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Képek jegyzéke

Vektorok
© http://Iwww.fizikakonyv.hu/rajzok/0002.svg

Egyenlo és ellentétes vektorok
© http:/Iwww.fizikakonyv.hu/rajzok/0003.svg

Jobbsodrasu vektorrendszer
© http://lwww.fizikakonyv.hu/fotok/0001.png

Vektorok osszeadasa haromszogmodszerrel
© http://Iwww.fizikakonyv.hu/rajzok/0004.svg

Vektorok osszeadasa paralelogramma-modszerrel
© http://www.fizikakonyv.hu/rajzok/0005.svg

Vektorok osszeadasa sokszogmodszerrel
© http://www.fizikakonyv.hu/rajzok/0006.svg

Azonos iranyu vektorok osszege
© http://www.fizikakonyv.hu/rajzok/0007.svg

Ellentétes iranyu, azonos nagysagu vektorok osszege
© http://www.fizikakonyv.hu/rajzok/0008.svg
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Ellentétes iranyu vektorok osszege
© http://www.fizikakonyv.hu/rajzok/0009.svg

Meroleges vektorok osszege
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Vektorok kivonasa
© http://Iwww.fizikakonyv.hu/rajzok/0011.svg

Vektor szorzasa skalarral
© http:/Iwww.fizikakonyv.hu/rajzok/0012.svg

Vektor osztasa skalarral
© http://Iwww.fizikakonyv.hu/rajzok/0013.svg

Vektorok vektorialis szorzata
© http:/Iwww.fizikakonyv.hu/rajzok/0014.svg
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