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Rezgések osszegzése és felbontasa

Lattuk, hogy a harmonikus rezgdmozgas akkor alakulhat ki, ha a pontszer( testre
periodikus erdé hat. El6fordulhat, hogy a testre egyidejlileg két (vagy tobb), id6ben
periodikusan valtoz6 erd hat. Ilyenkor a test altaldban rendkiviil bonyolult mozgast
végez, egyes esetekben a mozgas nem is periodikus. A tovabbiakban ezért csak néhany
olyan egyszertlibb esetet vizsgalunk meg, amelyek a késébbiekben fontosak lesznek. (Az
egyes eseteket pontokba foglaltuk, hogy konnyebben lehessen attekinteni, rendszerezni
Oket.)

Egyiranyu rezgések
A két erd, illetve a hatdsukra létrejovo elmozdulasok k6zos egyenesbe esnek.

A.1.Ha a két harmonikus rezgés frekvencidja megegyezik, akkor az eredd rezgés egy
ugyanakkora frekvenciaji harmonikus rezgés lesz. Az ered6 rezgés amplitadojat
azonban a két rezgés amplitidoja mellett a két 6sszetevo egymashoz viszonyitott fazisa

(helyzete) is befolyasolja.

A.1.1.Ha a két rezgés ugyanakkora frekvencidju, és

azonos fdzisu, azaz a két rezgés ugyanolyan iranyu Iy 4
maximalis kitérései egyidejlileg kovetkeznek be, akkor NV

a két rezgés erdsiti egymas hatdsdt. Az eredd rezgés | 4x

amplitidoja ilyenkor megegyezik a két Osszetevd \//\\//\\/ -

amplitidojanak 6sszegével, azaz
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A.1.2.Ha a két rezgés ugyanakkora frekvencidju, de
ellentétes fdzisiu, azaz a két rezgés ellentétes iranyu
maximalis kitérései egyidejiileg kovetkeznek be, akkor
a két rezgés gyengiti egymds hatdsdt. Az eredd rezgés
amplitudodja ilyenkor megegyezik a két amplitido

kilonbségének abszolut értékével, azaz

A = |A1_A2|.

A.1.2.a Specidlisan, ha a két rezgés ugyanakkora
frekvencidju, ellentétes fdzisu és amplituddjuk is
ugyanakkora, akkor a két rezgés kioltja egymadst.
Illyenkor ugyanis a testre haté erék ereddje minden

pillanatban nulla, ezért a test nyugalomba marad.

A.1.3. Tetszdleges, az el6zbektdl kiilonbo6zo
fazisviszonyoknal az eredé amplitidé valamilyen

kozbiilso értéket vesz fel, azaz
0<A<A+A,.

A rajzon két azonos amplituddju rezgés, és osszegiik
lathatd, a két 6sszetevd rezgés kozott 120°-os, azaz 1/3

periddusnak megfelel faziskiilonbség van.
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A.2. Ha a két harmonikus rezgés eltérd frekvenciajy, de
a frekvencidk ardnya raciondlis szdm, akkor a két
rezgés ereddje periodikus rezgés lesz, de az eredd

rezgés ilyenkor nem harmonikus.

A rajzon lathaté két rezgés frekvenciainak aranya 1,5.

A.3. Ha a két harmonikus rezgés frekvencidjdnak ardnya
irraciondlis szdm, akkor a két rezgés ereddje nem lesz
periodikus, és igy csak tagabb értelemben tekinthetd

rezgésnek.

A rajzon lathat6 két rezgés frekvenciainak aranya v/2.

A.4.Ha a két harmonikus rezgés frekvencidja kozel
esik egymashoz, akkor olyan eredé rezgés alakul ki,
amelynek amplitiddéja periodikusan vdltozik. Ezt a
jelenséget lebegésnek nevezzilk. A rajzrol is
leolvashatd, és kisérletekkel is ellenérizhetd, hogy a
lebegés (azaz az amplitidovaltozas) frekvencijja
megegyezik a két frekvencia kiilonbségével. Ha példaul

fi > f,,akkor
ﬁebeg = fl _fZ :

A rajzon lathatdé rezgések frekvencidja 6 Hz és 5 Hz,

ezért a lebegés frekvencija 1 Hz.
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Merdéleges rezgések

A két erd, illetve a hatasukra 1étrejovd elmozdulasok egymasra merdlegesek. Az ilyenkor

létrejové mozgas tobbnyire bonyolult alaku palyajat Lissajous-gérbének nevezziik.

B.1. Ha a frekvenciak aranya raciondlis szdm, akkor a Lissajous-gérbe onmagaba

zarodik. A rajzon lathat6 gorbéknél a frekvenciak aranya rendre 0,5; 3 és 1,5.

AY

S =05 és 9=0°

<y

Sy =3 € p=0°

<y

foifi=15 ésp=0°

B.1.1. Specidlis esetként az egyenletes kérmozgds is elédllithaté Lissajous-gorbeként.
Ekkor a két Osszetevd amplitidoi és frekvencidi megegyeznek, de az egyik rezgés

90°-kal, azaz 1/4 peri6dussal késik a masikhoz képest.
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B.2. Ha a frekvencidk aranya irraciondlis szdm, akkor a
Lissajous-gorbe nem zdrddik. A mozgas (az A.3. esethez AY

hasonl6an) ilyenkor nem periodikus mozgas.

A rajzon lathaté rezgések frekvenciajanak aranya 2.

(A V2 ~ 1,414, ez kozel van a B.1. pontban lathat6 /

S J

harmadik eset 1,5 értékéhez. Emiatt a Lissajous-gorbe

itt dbrazolt szakasza hasonlit a B.1. pont harmadik

gorbéjéhez, de attdl eltéréen most nem tér vissza

onmagaba.) fiif,=12 és p=45°

Rezgések felbontasa

A rezgések felbontdsa (analizise) az 0sszegzéssel ellentétes folyamat. Ilyenkor azt kell
meghatarozni, hogy egy adott periodikus rezgés milyen harmonikus rezgések

osszegzésével dllithato eld.

A probléma a Fourier-tétel segitségével oldhaté meg, amely szerint minden periodikus
rezgés egyértelmiien felbonthaté olyan harmonikus rezgések oOsszegére, amelyek
frekvencidai a felbontanddé rezgés frekvencidjanak pozitiv egész szami tobbszérasei.
Képlettel:

x(t) = Ay + A1 - sin(wt + ¢4) + A, - sin(Rwt + @,) + Az - sin(Bwt + ¢3) + ...

alaprezgés 1.felharmonikus 2.felharmonikus

A felbontasban szerepld, az A, - sin(wt + ¢,) képlettel

AX
megadhatod Osszetevot alaprezgésnek, a tovabbiakat ‘ /!
felharmonikusoknak, az 6sszetevik egylittesét a rezgés T i
spektrumdnak nevezziik. (W /\
A Fourier-felbontasban végtelen sok tag is szerepelhet, \/T \/ \/ .
de altalaban mar az els6 néhany 6sszege is jol kozeliti a X,
vizsgalt rezgést. A rajzon lathatd négyszogrezgést t
példaul mar az els6 harom tag Osszege is jol X,
megkozeliti. (A rajzon a z6ld gorbe az eredeti t
négyszogrezgés kitérés-idé grafikonja, a harom kék az X123
alaprezgés és két felharmonikus grafikonja, a piros | \/V\//;A/\\/\/\//\A/\\/V\/g
pedig ennek a harom 6sszetevének az 6sszege.)



A fiirészfogrezgés szintén jol kozelitheté az els6 harom i

tag Osszegével. (A rajzon a zold gorbe az eredeti I
flirészfogrezgés kitérés-ido grafikonja, a harom kék az /T / /
X

A

alaprezgés és két felharmonikus grafikonja, a piros

pedig ennek a harom 6sszetevdnek az dsszege.)
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Kiegészitések

1. Jules Antoine Lissajous (1822-1880) francia fizikus 1855-ben szerkesztett eszkozt az
egymasra merdleges rezgések 0sszegzésének tanulmanyozasara. Az altala rajzolt

gorbéket az § tiszteletére nevezik Lissajous-gorbéknek.

2.A B.1.1. pontban lattuk, hogy az egyenletes kormozgds Lissajous-gérbeként is
elallithato. Ennek igazolasdhoz irjuk fel a két rezgés kitérését (az O egyensulyi

helyzett6l mért elmozduldsokat) az id6 fliiggvényeként:

x =A-sin(w -t +90°)

y=A-sin(w-t) (1)
Az elsd dsszefliggést atalakitva:

x=A-sin(w-t+90°) =A-cos(w-t)

A két elmozdulas egymasra merdéleges, ezért

az egyensulyi helyzett6l mért OP elmozdulas

nagysaga a Pitagorasz-tétel alapjan:

OP = Jx2+y? =,/[A cos (w-t)]2+[Asin(w-t)]?.

Négyzetreemelés, az A kiemelése és rendezés utan:

0P = /A% - [sin?(w - t) + cos?(w - t)] = VA% - 1 = A = 4lland6



Eszerint a palya barmely P pontja mindig alland6 A tavolsagra van az O egyensulyi
helyzettdl, azaz a test egy olyan kérpdlydn mozog, amelynek sugara megegyezik a két
rezgés amplituddjaval.

Arajz alapjan y = OP - sina = A - sin a. Ezt az (1) dsszefiiggéssel dsszehasonlitva:

y=A-sina

y=A-sin(w-t)} = a=w-t

Ennek alapjan a kérmozgas sz6gsebessége:
a w-t

Wy = — = —— = w = allando.
kor t t

Eszerint a kérmozgds szégsebessége dllandd, azaz a kormozgds egyenletes kormozgds.

3. Az analizis gorog eredeti sz6, jelentése elemzés.

4. Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) francia
matematikus, fizikus az elméleti fizika egyik
megalapitéja volt. Egy hdvezetési probléma
megoldasa sordn ismerte fel a réla elnevezett tételt,
amelyet az 1822-ben megjelent A hé analitikai
elmélete cimi konyvében kozolt el6szor. Fourier-t

1823-ban a Royal Society, 1826-ban a Francia

Akadémia is tagjava valasztotta.

5. A korabbi rajzon lathat6 négyszogrezgés Fourier-felbontasa:

4-4 [ 1 1
x(t)=T-<sm(w-t)+§—sm(3—w-t)+§~sm(5~a)~t)+...)

A képletben az A az eredeti négyszogrezgés amplitudojat jeloli.

Ha az 1Hz frekvenciaju négyszogrezgés
spektrumaban el6fordul6 els6 25 6sszetevd
amplitadojat a frekvencia fuggvényeként ||
abrazoljuk, ezt a grafikont kapjuk. A képlet
és a rajz alapjan is lathaté, hogy a

felbontasban ténylegesen csak a pdratlan

sorszdmu désszetevok szerepelnek, a paros

sorszamuak amplitidéja nulla.




A fiirészfogrezgés Fourier-felbontasa:

2-A4 [ 1 1 _
x(t)=T-(sm(w-t)—z-51n(2-a)-t)+§-sm(3-w-t)+...)

A képletben az A az eredeti flirészfogrezgés amplitaddjat jeloli.

Ha az 1Hz frekvencidju flirészfogrezgés
spektrumdban el6fordulé elsé 25 dsszetevd
amplitidojat a frekvencia filiggvényeként
abrazoljuk, ezt a grafikont kapjuk. A
képletb6l  latszik, és a rajzon s
megfigyelhet6, hogy itt minden

felharmonikus szerepel a felbontasban.
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Képek jegyzéke

Azonos frekvenciaju, azonos fazisa rezgések osszegzése
© http:/ffizikakonyv.hu/rajzok/0323.svg

i

Azonos frekvenciaji, ellentétes fazisu rezgések osszegzése (A; > Ay)
© http://fizikakonyv.hu/rajzok/0324.svg

Azonos frekvenciaju, ellentétes fazisu rezgések osszegzése (A1 = Ay)
© http://fizikakonyv.hu/rajzok/0325.svg

Azonos frekvenciaju, azonos amplitiidoja rezgések osszegzése (¢ = 120°)
© http://fizikakonyv.hu/rajzok/0326.svg

Eltéré frekvenciaja, rezgések osszegzése (f; : f, = 1,5)
© http://fizikakonyv.hu/rajzok/0327.svg

Eltéré frekvenciaju, rezgések osszegzése (f; : f, = v2)
© http://fizikakonyv.hu/rajzok/0328.svg

Eltéro frekvenciaju, rezgések osszegzése — lebegés (f; : f, = 1,2)
© http://fizikakonyv.hu/rajzok/0329.svg
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Lissajous-gorbe (f, : f,=0,5 és ¢ =0°)
© http://fizikakonyv.hu/rajzok/0330.svg
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Lissajous-gorbe (f, : fy =3 ¢és ¢ =0°)
© http://fizikakonyv.hu/rajzok/0331.svg

Lissajous-gorbe (f, : f, = 1,5 és ¢ =0°)
© http:/ffizikakonyv.hu/rajzok/0332.svg

Lissajous-gorbe (fx: fy=1 és ¢ =0°)
© http://fizikakonyv.hu/rajzok/0333.svg

Lissajous-gorbe — ellipszis (fx : fy =1 és ¢ = 30°)
© http://fizikakonyv.hu/rajzok/0334.svg

Lissajous-gorbe — kor (fx: fy =1 és ¢ =90°)
© http://fizikakonyv.hu/rajzok/0335.svg

Lissajous-gorbe (f,: fy =v2 és ¢ = 45°)
© http://fizikakonyv.hu/rajzok/0336.svg

Négyszogrezgés felbontasa
© http://fizikakonyv.hu/rajzok/0337.svg

Fiirészfogrezgés felbontasa
© http://fizikakonyv.hu/rajzok/0338.svg

Fourier arcképe
W https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Fourier.jpg
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Rajz a kormozgas Lissajous-gorbeként torténo szarmaztatasahoz
‘/ / Qg © http://fizikakonyv.hu/rajzok/0339.svg
}\‘ . \ /j,l"u
NS
, Négyszogrezgés osszetevoinek amplitudoi
‘ © http://fizikakonyv.hu/rajzok/0340.svg
Fiirészfogrezgés osszetevoinek amplitudoi
© http://fizikakonyv.hu/rajzok/0341.svg
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